SUITE DE FIBONACCI

1) Présentation

Leonard de Pise, dit Fibonacci, nous a laissé un ouvrage volumineux : Liber abacci qui
contient tout ce que 1’on savait a I’époque, en 1204, sur I’arithmétique et 1’algebre.

Pages 123-124 du manuscrit de 1228 figure le probléme suivant :

1¢re définition

Une paire P1 de lapins, méle et femelle, a été mise dans un enclot ; la nature des lapins est
telle qu’a I’age de deux mois une paire, male et femelle, engendre une autre paire, male et
femelle, tous les mois.

La femelle de la paire P1 met bas au bout de deux mois. Posons {-{0}=[l* :

Notons pour tout n de I*, un le nombre de paires de lapins dans 1’enclot le mois numéro n.
Ainsiur=1etuz =1.

Au bout de deux mois, P1 engendre une autre paire P2 donc uz = 2.

Au bout de trois mois, P1 engendre une autre paire P3 donc us = 3.

Au bout de quatre mois, P1 et P2 engendrent chacune une autre paire P4 et P5 donc us = 5.
Au bout de cing mois, P1, P2, P3 engendrent chacune une autre paire P6,P7 et P8 donc us= 8
Au bout de n + 1 mois, il y a un paires, le (n + 2)°™ mois il y a un+1 paires donc il y a

(Un+1 — Un) paires nées ce mois-ci ; les un paires engendrent un paires le (n+3)°™ mois donc il y
a ce MOis (Un+1 — Un) + 2Un = Un + Un+1 paires le mois n + 3 donc  Un+2 = Un + Un+1.

Une autre fagon de definir cette suite est le probléme du sauteur ci-dessous :

2tme définition

Un jeu se compose de cases cOte a cote numeérotées a partir de O :

r J2 [3 [4 |5 [e6 [7 [8 [9 [10 |
Le pion est sur la case 1 ; on le déplace vers la droite de 1 ou 2 cases ;

Pour tout n de i*, on note un le nombre de fagons d’arriver sur la case n.
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Ainsi upr=1 etuz=1. Pour tout n de * :

I n In+1 | n+2 |

Il'y a un+2 fagons d’arriver sur la case n + 2 ; le coup d’avant, soit le pion était sur la case n, il
y avait un fagons d’y arriver et le pion a avancé de deux cases, soit le pion était sur la case n+1
il y avait un+1 fagons d’y arriver et le pion a avancé d’une case :

Donc Un+2 = Un + Un+1.

Définition mathématique

Nous renvoyons le lecteur a notre « construction mathématique » 0.8.32iv) pour la
démonstration de la définition par récurrence.

Rappelons le résultat :

Soit E un ensemble non vide, soit a€E, soit f une application dans E, alors il existe une

unique application g de N* dans E telle que : Vne€N* : g(n+1) =f(g(n)) et g(1) = a.
Prenons E =[R2, pour « a » un couple quelconque de [2 : a = (xo, Yo)

Pour f : I’application dans {2 : V (x,y) €R2: f(x,y) = (y,X +Y)

donc il existe une unique application g de N* dans [2 telle que:

vnel*: g(n+1) =f(g(n)) et g(1) = (xo, Yo) ;

Donc il existe un unique couple d’applications u et v de * dans R tel que : g = (u,v)
Ainsi Vnel*: (u(n+1) ; v(n+1)) = (v(n) ; u(n)+v(n)) et u(1) = xoet v(1) = yo

Ainsi u(n+1) = v(n) et v(n+1) = u(n) + v(n) donc v(n+1) = u((n+1)+1) = u(n+2) donc
u(n+2) = u(n) + u(n+1).

Donc pour tout couple (Xo,yo) de reels il existe une suite (u(n))nen- telle que:

Vv neN*: u(n+2) = u(n+1) + u(n) et u(1) = xo et u(2) = yo

Montrons 1’unicité de cette suite :

Soit une suite (Wn)ncr+ telle que V' n EN*: Wniz2 = Wnea + Wn € W1 = Xo €t W2 = o'
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Soit X la partie de I* : X ={nel* / (VmeN*~[1,n])( um = wm)}

Montrons par récurrence que X = [* :

Comme u1 = Xo et W1 = Xo alors ur = wz et u2 = yo et w2 = yo alors uz = w, donc
donc 1€ X et 2& X donc X est non vide :

Vv neN*: supposons que n€ X, montronsquen + 1 € X:
Sin=1lalorsn+1=2etn+1eX,

Sin>1,Vmeltelquem< n+1:

Soit m <n alors, appliquons 1’hypothése de récurrence donc um = Vm;
Soitm=n+1,commen>1,ilexiste pEN*telquen=p+1doncm=p+2

Ainsi p + 1 <n, appliquons I’hypothéese de récurrence, up = Wp €t Up+1 = Wp+1
Comme Wp+2= Wp+1 + Wp €t Up+2 = Up+1 + Up, ON deduit : Wp+2 = Wp+2 1.€. Um = W

Donc VmeN*telquem<n+1:un=vmdoncn+1 € X

Donc, principe de récurrence, X = N* i.e. (Un)ncy = (Vn)neye

Donc pour tout couple de réels (xo,yo), il existe une unique suite (Un)ne_m* telle que:

Y nEN* : un+2 = Un+1 + Un €t U1 = Xo €t U2 = V0.

En particulier pour xo =yo =1

il existe une unique suite (Un)ncys telle que: VNEN* : uns2 =Unvi + Unetur=letuz =1

Suite appelée « suite de FIBONACCI »

2) Propriétes

(P0) Pour tout naturel n de N* : un €™ et la suite (un)nen+ est strictement croissante a
partir du rang 2.

Preuve
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Posons X = {n€N*/(V mel*[1,n])(um €N)}
Montrons par récurrence sur n que X = N* :

Sin=1,u;=1doncui€N* donc 1eX.

Sin=2alorsu; =1etuz; =1donc2eX.
Pour tout naturel n tel que n > 1, supposons que heX, montronsn + 1eX:

Vmel*telquem<n+1:

Soit m < n alors en appliquant I’hypothése de récurrence, um € N* ;

Soitm=n+1,commen>1alors2<ndonc 1 <n-1alors Um = Un+1 = Un + Un-1 COMMeE
neX alors un et un-1 sont dans N* donc leur somme aussi donc un+1 € N* donc umeN*

donc n + 1eX donc la récurrence est prouvée donc X = N* et pour tout naturel n non nul
UneN*,

Pour tout naturel n tel que 2 <n : Un+1 = Un + Un-1 COMME O < Un-1 alors un < Un+1 donc la suite
est strictement croissante a partir du rang 2.

(P1) Pour tout naturel n non nul :

n
z U = Upyz — 1
k=1

Preuve

Calculons d’abord uz=ux+u1=1+1=2;

Posons X = {neN*/( X r-1 Ux = Upyo — 1)}

Pourn=1, uy=1=2-1=u3—1doncleX.

Pour tout naturel n non nul, supposons que ne X, montrons que n + 1eX:
e = ¥R ug + upyq, comme neX alors ¥, uy, = uy,4, — 1 donc

+1,,  _ — — —
k=1Uk = Unyz — L+ Unyr = (Unyz + Uny1) — 1 = Unyps — 1 = Ugiq)s2 — 1 doONC

n + 1eX, donc la récurrence est prouvée donc X = N* et (P1) est vrali.
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(P2) Pour tout naturel n :

n
z Uzk+1 = Um+1)
k=0

Preuve

Posons X = {neN/( Xk=o Uzk+1 = Uzn+1))}

Pourn=0: YR g Upks1 = U = 1 = Uy = Up(g4q) doONC 0eX.

Pour tout naturel n, supposons que ne X, montrons que n + 1eX:

YitoUsks1 = Liemo Uz+1 + Up(n+1)+1, COMMeE neX alors Y Uz 41 = Up(n41y dONC

Yo Usk = Up(ne1) + Uanes = Uppga = Uy ((m+1)+1) dONC N+ 1eX donc la récurrence est
prouvée et X =N donc (P2) est vrai.

(P3) pour tout naturel n non nul :

n
z Uz = Uzpyq — 1
k=1

Preuve

Posons X = {neN*/( XR-1 Usk = Upns1 — 1)}

Pourn=1:Y} Uy =u, =1=2—1=u3—1=1upy,; — 1doncleX.

Pour tout naturel n non nul, supposons que ne X, montrons que n + 1e X :
Uy = TRoi Ugk + Us(ne1), COMMe neX alors Y7, uyy, = Upnyq — 1 donc

Wil Ugk = Uppir — 1+ Uppyy = Upnyz — 1 = Uynen)+1 — 1 donc n + LeX donc la
récurrence est prouvée donc X = N* donc (P3) est vrai.

(P4) Pour tout naturel n tel que 2<n:

n

D DM = (1) g+ 1
k=1

Preuve
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Posons X = {neN*-{1}/(X?_,(—D* 1y, = (-1)" u,_, + 1)}
Pourn =2,

Yio Dy = DM+ (CDPuy =y —up=1-1=0= (1% +1
donc 2eX.

Pour tout naturel n tel que 2 < n, sUpposons que ne X, montronsque n + 1eX:

Dy, = ¥ (- Dy + (=1)" 2w, 1, comme neX alors
Y1 (=D My = (=1)"'u,_y + 1 donc

n+1

D DR g = (=D 1 (D g = (DM (U — ) + 1
k=1

Donc ¥Rt (— Dkt = (D)™ 2u, + 1 = (=)@ D+ 1y 0y 1 + 1 doncn + 1eX donc la
récurrence est prouvée donc X =N - {0 ;1} donc (P4) est vrai.

(P5) Pour tout naturel n non nul :

n

2 _
Z U™ = UylUpiq

k=1
Preuve

Posons X = {neN*/( X7-; Ur? = UpUnsq1)}

Pourn=1,Yi u?=u2=1=1x1=u; Xu, =uu,; doncleX.

Pour tout naturel n non nul, supposons que ne X, montrons que n + 1e X :

M ? = YR we? + upyq 2, comme neXalors YR u? = unuy4q donc

n+1 2 __ 2 _ — —
k=1 Uk~ = UpUp41 T Upyq” = un+1(un + un+1) = Up41Upy2 = Up+1U(n+1)+1 donc

n + 1e X donc la récurrence est prouvée donc X = N* donc (P5) est vrai.

(P6) Pour tous naturels non nuls h et K : Un+k+1 = UnUk + Un+1Uk+1
Preuve
Posons X = {keN*/(VheN*)((UnUk + Un+1Uk+1 = Un+k+1)€t(UnUk+1 + Un+1Uk+2 = Un+k+2)) }.

Pour k =1, pour tout naturel h non nul :
UhU1 + Un+1U2 = Un + Uh+1 = Uh+2 = Un+1+1 €T
UnU2 + Uh+1U3 = Un + 2Uh+1 = Un + Uh+1 + Un+1 = Uh+2 + Un+1 = Un+3 = Un+1+2 dOnc 1eX.
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Soit le naturel k non nul, supposons que ke X, montrons que k + 1e X :

Comme ke X alors pour tout naturel h non nul, UnUk + Un+1Uk+1 = Uh+k+1 €t
UhUk+1 + Un+1Uk+2 = Uh+k+2

En additionnant ces deux égalités, on obtient :
UnUk + Un+1Uk+1 + UnUk+1 + Un+1Uk+2 = Un+k+1 + Un+ke2 dONC
Un(Uk + Uk+1) + Un+1(Uk+1 + Uk+2) = Un+k+3 AONC UnUk+2 + Un+1Uk+3 = Un+k+3 dONC

UhUk+1)+1 + Un+1Uk+1)+2 = Un+(k+1)+2 OF UpUk+1 + Uh+1Uk+1)+1 = Un+k+1)+1 €St vrai donc k + 1eX
donc la récurrence est prouvée donc X = N* donc

Pour tous naturels h et k non nuls : UnUk + Un+1Uk+1 = Un+k+1 donc (P6) est vrai.

Remargue :

Utilisons la deuxieme définition pour démontrer (P6) :
Notons que pour aller de la case x ala case y (x <Yy) il y a uy-x+1 fagons.
Il'y a un+k+1 fagons d’arriver de lacase 1alacase h+k+1:

Soit le pion a été poseé sur la case h + 1, il y a un fagons d’y arriver, ensuite de la case h a la
case h + k +1 il y a Un+k+1-(h+1)+1 = Uk+1 fagons d’y arriver donc il y a un+1Uk+1 fagons d’y
arriver, en passant par lacase h+ 1 ;

Soit le pion ne passe pas par la case h + 1, donc il était & la case h, il y a un fagons d’y arriver,
ensuite de la case h, il va a la case h + 2, car il ne passe pas par la case h + 1, de la case h + 2
alacase h+k+ 1ilya Unk+1-(h+2)+1 = Uk fagons d’y arriver donc il y a unuk fagons d’y arriver
sans passer par lacase h + 1

Donc il y @ Un+1Uk+1 +UnUk fagons d’arriver a la casen + m+ 1

d’ol Iégalité (P6).

(P7) Pour tout naturel n non nul :
1) Uz2n+1 = Un? + Un+12

II) U2(n+1) = Un+22— Un?

iii) un divise uzn

IV) Un+1% = UnUn+2 + (-1)"

_ 3 3
V) Uz(nt1) = Uns2” + Unyq

— un3

Preuve
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i)Pour tout naturel n non nul, dans (P6) prenons h = k = n alors Un+n+1 = UnUn +Un+1Un+1dONC
U2n+1= Un? + Un+12.

ii)Dans (P6) prenons h =net k =n + 1 alors Un+n+1+1 = UnUn+1 + Un+1Un+1+1 dONC
U2n+2 = UnUn+1 + Un+1Un+2 = Un+1(Un + Un+2) = (Un+2 - Un)(Un+2 + Un) = Un+22 - Un?

iii) de i) pour tout naturel non nul, Uzn+2 = Un+1(Un + Un+2) cOmMme, (PO), les termes de cette
suite sont des entiers naturels un+1 divise uzn+1); ceci est encore vrai si n = 0 car alors up divise
U2xo est vrai donc pour tout naturel non nul n : un divise uzn.

iv) Posons X = {neN*/(Un+12= UnUn+2 + (— 1)"}
Sin=1,u2=(U2)2=12=1=1x2 - 1 =uUs + (- 1)* = usu1+2 + (- 1)} donc 1eX.
Soit le naturel n non nul, supposons que neX, montrons que n + 1eX:

Comme neX alors Un+12 = UnUn+2 + (— 1) dONC Un+12 + Un+1Un+2 = UnUn+2 + (= 1)" + Un+1Un+2
donc un+1(Un+1 + Un+2) = Un+2(Un + Un+1) + (-1)" dONC Un+1Un+3 = Un+2Un+2 + (-1)" donc

Un+22 = Un+1Un+a + (-1)™! donc Ug+1)+12 = Uns1Upenys2 + (-1)™* donc n + 1eX, donc la récurrence
est prouvée donc X = N* donc (iv) est vrai.

v)Dans (P6) prenonsh=n+1etk=2n+ 1 alors

Un+1+@2n+1)+1 = Un+1U2n+1 + Un+2U2n+2 SOIt U3n+3 = Un+1U2n+1 + Un+2U2n+2

utilisons II) : Uz2n+2 = Un+22 - Un? €t I) U2n+1 = Un? + Un+1?

donc Usn+3 = Un+1(Un? + Un+12) + Un+2(Un+22 - Un2) = Un+1Un? + Un+13 + Un+2 — Uns+2Un2 donc
Us(n+1) = Un+2® + Uns2® — Unz(Un+1 — Un+1) = Un+22 + Un+1® — Un2Un = Un+2® + Unsa® — un’.

(P8) Pour tout naturel n non nul :

2n
— 2 _ 1
Up Upq1 = Uzp41
k=1

Preuve
Posons X = {neN*/( X2, uy U = Upnsr® — 1)}

SiHZIZizlukuk_,_l =u1u2+u2u3 =1X14+1%Xx2=3= 22—1 =u2x1+12—1d0nC
leX.
Soit le naturel non nul n, supposons que X, montrons que n + 1eX::

2(n+1) _ 2n
k=1 Wkler1 = Xk=1 Uk Uks1 + Uzng1Uonsz + UznyzUonyss, COMMe neXalors
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2(n+1)

_ 2
Z U U1 = Upne1” — 1+ Uppp1Uonsz + UsnaaUonass

k=0
2(n+1)
Z Up U1 = Upns1 (Uans1 + Uznsa) + Usppiolionss — 1
k=0
2(n+1)
Z U U1 = Uzni1Uznss T UansaUonss — 1 = Upppz(Upper + Upnyz) — 1
k=0
2(n+1)
Up Upaq = U 2_1=u 21
k Yk+1 — U2n+3 — Y2(n+1)+1
k=0

Donc n + 1eX donc la récurrence est prouvée donc X = N* donc (P8) est vrai.

(P9) Pour tout naturel n :

2n+1

_ 2
Z U U1 = U(n+1)
k=1

Nous allons utiliser (P8), (P7) iv) :

2n+1 2n

_ _ 2
Z UpUp41 = Z Up Ugq F Upns1Uonsz = Uz — 1+ UgpiqUonar
k=1 k=1

— — — 2 2n+1
= Upp+1(Uon+1 T Uznsz) — 1 = Uppy1lonys = Unen)+1” — 1 — (—1)@n+D)

_ .2 _ 2
= Uzn+2 = Uz(n+1)

(P10) Pour tout naturel non nul n :

n
m+1-kKu,=uy4s—(n+3)
k=1

Preuve
Posons X ={neN*/( YXi-i(n+ 1 — k)u, = uppy — (n+3))}

Sin=1:Y}_.(n+1-kKu,=u;,=1=5—4=us— (1+3) =uys — (1+3) donc
leX.
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Soit le naturel non nul n, supposons que ne X, montrons que n + 1e X :

n+1 n+1 n+1
Z((n+1)+1—k)uk =Z(n+1—k)uk+2uk
k=1 k=1 k=0
n+1 n

;((n+1)+1—k)uk=kz

=1

n
(n+1—k)uk+(n+1—(n+1))un+1+Zuk
k=1

CommeneXalors Y7  (n+ 1 — k)uy = upq — (n + 3) et (PL) X7E T uyp = upys — 1 alors

n+1

Z((n‘l'l)-l'l_k)uk =Uppa —(M+3) + Uz — 1 =ups —(n+4)
k=1
= Ugsny+a — (0 +1) +3)

Donc n + 1eX donc la récurrence est prouvée donc X = N* donc (P10) est vrai.

(P11) Pour tout naturel non nul n :

n
ku, = nuy,; —uyy3 + 2
k=1

Preuve
Posons X = {neN*/( Y i1 kur = nuyyy — Unys + 2)}

Siﬂ:1,2i=1kuk=u1=1=1X2—3+2=1U3—U4+2=1u1+2—u1+3+2d0nc
leX
Soit n naturel non nul, supposons que neX, montrons que n + 1eX:

W ku, = YRo, kug + (n 4 Dugyq, comme neX alors Yo, kuy, = Ny, — Upyz + 2
donc

n+1

z kug =nupyp —Upiz + 2+ M+ Dy = M+ D(Upyz + Ung1) — Ungz — Upgz + 2
k=1

=M+ Dupyz — Wnyz +Ungz) +2 = (04 Dupgs — Unyq + 2
=+ Dupir)+z — Umsn+s T2

Donc n + 1 e X donc la récurrence est prouvée donc X = N* 2 donc (P11) est vrai.
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(P12) Formule de BINET.

Pour tout naturel n non nul :

Notons (S,+,%) I’espace vectoriel réel des suites réelles indexées sur N*, 1’addition étant
définie par :

Pour toutes suites (Un)ncy- €t (Vn)ney- de S:
(Un)nepe + (Ve = (Un + Vi)neg
La multiplication scalaire étant définie par :

Pour toute suite (Un)ncy- €t tout réel k:
k(un)nem* = (kun)ngm*
Notons F la partie de S définie par les suites (Un)nc s : telle que:

V' NnEN* : Uns2 = Un+1 + Un

F est non vide car la suite de Fibonacci est dans F ;
Du paragraphe 1 :

pour tout couple de réels (xo,Vo), il existe une unigue suite (Un)nim* telle que:

Y nEN* : un+2 = Un+1 + Un €t U1 = Xo € U2 = V0.

Donc il existe une application h de R2 dans F définie par :
Y (X,y) ER2 : h(X,y) = (Un)ney= €tUL=XeEtUu2 =Y.
Par construction h est surjective ;

Montrons que h est injective :
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Pour tous couples (x,y) et (x’,y’) de 2 si h(x,y) = h(x’,y’) , posons h(X,y) = (un)nc - €t
h(x’;y’)= (Vn)ney~ , CES SUItes étant égales alorsuy =vietuz = veie. x=x"ety=y’
Donc (x,y) = (x’,y’) donc h est injective

Donc h est bijective.

Montrons que h transforme I’addition de R en celle de F :

Pour tous couples (x,y) et (x’,y’) de @2 :

Montrons h((x,y) + (x’,y’)) = h(x,y) + h(x’,y’)

Posons h(X,y) = (Un)ner= et h(x’,y”) = (Vn)ner= alors
h(x,y) + h(x’,y”) = (Un)nerx + (Vn)nerr = (Unt Vn)nen=

Eth((x,y) + (x’.y")) = h(x+x’,y+y’)

Orui=xetvi=x"donc uz1+vi=x+x";U2=yetvo=y doncuz+Vvo=y+y’
Donc h(x+x’,y+y") = (un+ Vi)aer donc h((x,y) + (x’,y")) = h(x,y) + h(x’,y") ;
Montrons que h transforme la multiplication externe de [t en celle de F :

Pour tout couple (x,y) de [R2 et tout réel k, montrons que:

h(k(x,y)) = kh(x,y)

Posons h(X,y) = (Un)ner= donc kh(X,y) = K(Un)ner= = (KUn)ner=

Posons h(K(x,y)) = (Vn)nen= donc h(kx,ky) = (Va)ner= donc vi = kx et vo = ky or kuy = kx et
kuz =ky donc (Kun)ner* = (Va)ner= donc h(k(x,y)) = kh(x,y)

Dons h transforme la structure d’espace vectoriel réel de dimension deux de [?2 a F donc

F est un espace vectoriel réel de dimension deux.

Cherchons une base de F ;

Plus particulierement cherchons des suites géométriques :

Soit g € R*, cherchons les suites (q")ney« qui sont dans F;
(0" Yner € Féquivauta « VneN*: g™2=qg" + " » soit« VneEN* 1 q"((2 —q—1)=0»

Comme q # 0 cela équivaut a « VNEN* : g2 —q-1=0»soit« g2 —q—1=0»
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Le discriminant de cette équation est D = (-1)2 + 4 = 5 qui est positif donc cette équation a
deux solutions réelles :

=1+\/§ 1-+5

th=
2 ¢ 2

a

Donca+b=1etab= -1
Montrons que les deux suites (@™ )nen= et (b"Hnen+ sont linéairement indépendantes :

Pour tous réels x et y, supposons que X(@"ner= + y(b")ner= = 0, montrons que x =y =0

De x(@"Yner + y(b"Yner= = 0, on déduit que VnEN* : xa™ + yb"™ =0 donc pourn=1etn
=2:Xx+y=0etax + by =0donc ax — bx =0 donc x(a — b) = 0 comme a # b donc x =0 donc
y =0 donc (a"Ynen~ et (b"Hnen= sont lingairement indépendantes ; donc la partie libre

(@ Hnerm, (0" Yner*) est une base de F car elle a le méme nombre d’éléments que sa
dimension.

Donc la suite de Fibonacci (Un)ncy- est une combinaison linéaire de (a"Y)ner~ et (0" )ner

donc il existe des réels c et d tels que :

VneN* :uy=ca™ + db™?

Déterminons c et d :

En particulier pour n = 1 et n = 2 cette égalité implique :

ur=c+d etux=ca+dbsoitc+d=21etca+db=1donc ca+(1-c)b=1donc

ca+b-bc=1doncc(a—-b)=1-bdonc

_ —(1-.5
_ 1- 1548 _ M _1+v5
“T1+v5 _1-V5  1+V5-1+45 25
2 2 2
et
Jo1o _1_1+\/§_2x/§—1—x/§_—1+\/§__1—\/§
ST 25 25 28 25
Donc
_1+\/§X<1+x/§)n_1_1—\/§X<1—\/§>n_1
W= 2 2v5 2

Didier Pallaud 2011 Page 13



donc

(P13) Posons

a= et b= 2 donc pour tout naturel n non nul : u,, =

Pour tout naturel n non nul : a1 = aun+1 + un et b1 = bun+1 + un.

Preuve

Posons X = {neN*/ (a™! = aup+1 + Un €t b™! = buns + un)}

1++5 1-+5 a™ — p"
V5

Pourn=1: ausi+Ui=auz+ur=a+l1=a2=a*tetbuis1 +ur=bup+ur=b+1=p2=pt*?

donc 1eX.

Soit le naturel non nul n, supposons que ne X, montrons que n + 1e X :
amD* = g(@a™?) et b™D* = p(b™?), comme neX alors

a"™?2 = a(aUn+1 + Un) = 82Un+1 + aUn = (@ + 1)Un+1 + aUn = a(Un+1 + Un) + Un+1
donc a™?2 = aUn+2+ Un+t = AUg+1)+1 + Ugnet)

et b™2 = b(bUn+1 + Un) = b2Un+1 + bun = (b + 1)Un+1 + bun = D(Un+1 + Un) + Un+1
donc b"™? = bun+2+ Un+t = bun+1)+1 + U+

donc n + 1eX donc la récurrence est prouvée donc X = N* donc (P13) est vrai.

(P14) i) Pour tout naturel non nul n, tout naturel p, 1 < p, et tout naturel g tel que

O0<q=<p-1:

n
z Up+q — (_1)puq ~ Upn+p+q + (_1)pupn+q

Uyk =
Ly P (1+ (-1)P — (u, + 2u,_4))

ii) Pour tous naturels non nulsnetp :
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i Up — Uppyp + (—1)”upn
Pk (1+ (—1P — (up + 2u,_1))

&
||M=
Juy

n n
_Uzpez—1 Ugn+3 + Ugni1 — 3
Uz, =——7-7 et Uy = 5
k=1 k=1

Preuve

Pour tous naturels non nuls n et p, 1 < p et tout naturel g tel que q<p-1:

n

aPk+a — bpk+q L
Z Upk+q = Z NG Z( p)k ___ (bp)k

k=1

Comme l<palorsaP=1lethP=1:

alaP(1—a™) b%bP(1—bP")
V5(1 — aP) V5(1 — bP)

NEE

Upk+q =

&

=1
_a®P(1—bP)(1 - aP™) — b9*P(1 — aP)(1 — bP™)
V5(1 — aP)(1 — bP)
adt?P — patpr — qd+tPpp 4 P patP — gPnta+p 4 ppntq+p 4 pntatppp _ P ppntqtp

V5(1 + (ab)? — (a? + bP))

_ V5uy,q — a9(ab)? + b4(ab)? — VSupniprq + (ab)PV5Upnq
- V5(1 + (ab)? — (aP + bP))

Comme ab = -

)] Sig=0alors

n

Z u _ \/gup+q - (_1)p\/§uq - \/gupn+p+q + (_1)p\/§upn+q
plera VE(1 + (—=1)P — (a? + bP))

k=1

Comme aP = aup + Up-1 et b? = bup + up-1 alors aP + bP = (a+b)up + 2Up-1 = Up + 2Up-1 donc

n
Z _Upyq — (_1)puq ~ Upn+p+q + (_1)pupn+q

Upk+q =
] PR (14 (-1)P = (up + 2up_4))

i) Siqg=0alors
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n
Z _ Up — Uppsp T (—l)pupn
PET (14 (= 1P — (up + 2up_y))

k=1
Pour p = 3 alors

C Uz —Uzngz + (—1)ug,
Z BT A+ (—1)% — (@@ + b%)

k=1

Commea=a+lalorsa®=a+a=2a+1letb®=2b+1donca®+b=2(a+b)+2=4donc

n
Z e = 2 —Ugpys3 — Usp _ Usn+2 + Usppq + Uy — 2 _ 2U3pip — 2 _ Usnez — 1
3k —4 4 4 2
k=1
Pourp=14
n 4
z = Uy — Ugnpa + (1) Uy
RENCENCE VI CIEED))

k=1

Commea®=2a+1lalorsa*=2a2+a =2a+2+a=3a+2eth*=3b+2donc
at+b*=3(a+b) +4=7 et (1+ (=1)* = (a* +b*) =2 -7 = -5

n
3= Ugpiat Uy Usnia —Usn — 3 Usnis + Usgpeo — Ugn — 3
Hake = 5 - 5 - 5

k=1

n
_ U4n+3 + Usn41 — 3
Ugk =

5
k=1

(P15) Pour tous naturelsnetp,2< net2<p:
i) Si p est impair, notons g la partie entiere de g doncp=2q+1lalors1<q:

n
D

k=1
a-1 mn m(n+1)
_ 1 Z (p) (_1)m+1 Up-—2m — (-1 Up-2m)(n+1) — -1 Up-2m)n
(\/g)p—l m=0 m (up—Zm + 2up—Zm—l)
+ D™ (0] (1= DMty = (DI D)
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Pour p=3:

- 6(—1 n+1 5
3 UWpiz +6(—1)""uy, g +
e = 10
k=1

11)Si p est pair :

_ 1 qi:l (P)upfzm +2Up g1 t+ (—1)m(n+1)(u(p—2m)n + Zu(p—Zm)nfl) - (—1)"‘"(u(p,2m)(u+1) + 2“(p—2m)(n+1)71) —2(-1)m
" 2 = (= D)™(Up-zm + 2Up_3m-1)

Si q est pair alors (—1)4 (5) yr_ (—1)%k = (Z) n

Si g est impair et n pair alors (—1)4 (5) (D=0

Si g est impair et n est impair alors (—1)4 (Z) R (1D = (Z)

Preuve
1) Sip est impair :

Notons q la partie entiére de g doncp=2q+1:

zn:uk” i(a b")” = i(zp: mk(_l)p—mb(p—m)k>

=1 =1 1 0

(V5)’ 2

k=1

—_

q
(Z () (@™ =nyrmpemmiy 4 (, ) (a@-m)k(-nmbmk))

m=0

(- 1)m (ab)m"(a@’ 2m)ke _ p(p-2m)k)
(‘/_ = mzo

Or (ab)™ = (-1)™k donc on obtient 1’égalité (*)

n q n .
= 1 P\, 1\m _1\mk ,(p-2m)k _ _mk(—m)k>
;ukp (ﬁ)pmzzo(m)( ) <sz el kzzl( 1)mep P
Posons
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n

Sn = \/gpz ukp

k=1
q n .
Z () D™ (Z((—l)ma”‘zm)" - 2((—1)’”1910‘2’")") -
- k=1 k=1

m=0

Sn

q
1 —(—1)mn (p—2m)n
0= (0 om(Comaren S CEEET
= (1 _ (_1)mnb(p—2m)n)
1= (=1)mpp-2m )

— (_1)mbp—2m

q
s = Z (p) (aP—Zm _ bP—Zm) _ (_l)mn(a(P—Zm)(n+1) _ b(P—Zm)(n+1)) + (_1)m+mn(ab)P—2m(a(p—2m)n _ b(p_Zm)n)
n _ \m 1 + (—1)P-2m — (—1)m(qp-2m 4 pp-2m)

Comme p est impair : (ab)P2™ = (-1)P?™ = -1
Onremarque que pour n=1ona:S;1=u,P=1°=1

Pour 2 < n alors

q
S, =5 Z (p)up—Zm — (D™ up2m)msn) = D™ Dug oy
n— m (_1)m+1(ap—2m + bp—Zm)

m=0

q
5, =8 Y (aymet (P) ez Z DT amres, - (D™ DUz
n - ' m (ap—Zm + bp—Zm)
m=

Orpour m<qgalorsp—2m—1=2(g—m)donc0<p-2m-1donc
aP2m + pP2m = Up-2m + 2Up-2m-1 ;

pour m=q : aP2™ + bP2M = a + b = 1 donc le dernier terme de cette somme est :

(7) (=1yer tpzza = E D020 — (DT Vg2
q (aP—24 4 pp—24)

L= (=)™t g = (D™D,
1

- ()

= D™ F) (1= Dy = (DI,

Comme 1 <palors3<pdonc1<q

Didier Pallaud 2011 Page 18



q-1

U _(_1)mnu _ — (-1 m(n+1)u B
S, = \/g (Tlr)l) (_1)m+1 p—2m (p—2m)(n+1) -1 (p—2m)n

(up—Zm + 2up—2m—1)

m=0
DTG (7) (1= (D = (DT
Donc
n
2.
k=1
a-1 mn m(n+1)
_ 1 z (p) (_1)m+1 Up—2m — -1 Up-2m)(n+1) — Gy Up-2m)n
(\/E)p_l m=o m (up—Zm + 2up—2m—1)

+ D™ (0) (1= DTy = (DI Du,)

Pourp=3alorsg=1doncg—-1=0etdanslasommem=0:

n
1 U3 — U3(m+1) — U3n 3
3 _ n (n+1)
Dud=—gy (— +(1) (1= DMty = (D)
e (\/g) uz + 2u, 1

n
1 2 —U3zpyp — Uzpetr — U3
D = g(‘ w1 3 (CD (g — )
k=1

n
1/ 2-2u
Dud=g (—% +3(1+ (—1)"“(un_1))
k=1

zn: y3 = Yanva T 1+6+6(—1)" 1 u,_, _ Usnez 5+ 6(—1)" 1y, 4
k 10 10

&

=1

2) Sip est pair, posonsp=2get1<q:

S-S - S S @omcire)

k=1 \m=0
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V5) &\

+ (Z) aqk(—1)qbqk>

1
() 2

n
k=1

n [q-1
= 1 <Z (TZ:I) (amk(_l)P—mb(P—m)k) + (p fm) (a(p—m)k(_l)mbmk)

q-1
(Z ) (aby™((~1)P-mb@-2mk 4 (~1ymq®-2m)k)

0

+ (2) (ab)qk(—l)q>

Or ab = -1 donc (ab)™ = (-1)™ et p étant pair donc (-1)P™= (-1)™ donc on obtient

Zn:ukp :(\/_) < (qu (( 1)mk+mp-2mk 4 - zm)k)_,_( )( 1)qk+q>
k=1

k=1 0

Posons
1 n
qz ) 1)’"(2(( 1y"a?- 2m)k+Z<( 1P 2m)k>+( (7)o
m=0 k=1

q-1
. (_1)map—2m(1 _ (_1)mna(p—2m)n)
> () o (e

(—1)mbp—2m(1 — (_1)mnb(p—2m)n) p n
' 1— (—1)mpp-2m ) +(=D? (q) ;(—1)%

m=0

Comme p est pair (ab)P~2™m = (—1)P~2"m =1

q-1 p ap—Zm 4 bp—Zm + (_1)m(n+1)(ab)p—Zm(a(p—Zm)n + b(p—Zm)n) _ 2(_1)m(ab)p—2m _ (_1)mn(a(p—2m)(n+1) + b(p—Zm)(n+1))

2 — (—Dym(ar—2m + bp—2m)
n

DG 0"
=1

Si g est pair alors (—1)4 (2’) YR (-1 = (2) n

m=0
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Si g est impair et n pair alors (—1)4 (Z) YR (—1Dak =

: . L e
Si g est impair et n est impair alors (—1)4 (Z) Y= (D = (Z)
En utilisant (P12)

(p)up—Zm + 2up—2m—1 + (_1)mm+1)(u(p—2m)n + 2u(p—Zm)n—l) - (_1)mn(u(p—2m)(n+1) + 2”(p—2m)(n+1)—1) - 2(_1)m
2- (_1)m(up72m + 2up*2m71)

D(5) % "

1 Z (p)up 2m + Zup 2m—1 + ( 1)m(n+1)(u(p 2m)n + zu(p 2m)n— 1) ( 1)mn(u(p—2m)(n+1) + 2u(p—2m)(n+1)—1) - 2(_1)m
2- ( 1)m(up 2m T 2up—Zm—l)

(P16) Pour tout naturel non nul n, un est I’entier le plus proche de 3—§

Preuve :

n

NS

a™-p"t "

R

. T 1 1
Cela revient a dire que |un > soit <3

Comme b ="2"~ 0,68 alors |b| < 1donc |b|" < 1

b™ 1 1 sz ,
Donc |\/—§| < x/_§ =3 et la propriete est prouvee.

(P17) lim [u, - %[ =0

n—-+o
Preuve :
Pour tout naturel non nul n |u S M—£| S L
i RCV) B BV vsl = Vsl s

Comme |b| < 0,7 alors la suite géométrique ( |b]™)ner= @ comme limite 0 donc la suite
Ll imi te (|un — %
(\/g . a comme limite 0 donc la suite ( (u, 7

) a comme limite 0 aussi.
NneNx*

(P18) Pour tout naturel non nul n, === < u,, <
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Preuve :

A) Prouvons que pour tout naturel non nul n A soit St < 0 it
que p DT S Un = <&
‘I’).—l n n 7 . by Tl—1 n (_1)11 H
a” n<a"—b"orab= —1celaequivautaa » < a" —-—soit

1
a*™n < a?" — (=1)™, comme les deux membres sont positifs, cela équivaut a

(azn‘%)n < (a®" — (=1)™M)" soit a2Vt < (a?" — (= 1)M)(*)

1)Pour n impair, (*) s’écrit a2® =1 < (a?" + 1)"

Comme 2n2-1 < 2n2alors (a>0) : a®™! < a®” comme 0 < a®" < a®" + 1 alors a®™< (a2 + 1)"
2 - - .
donc a?™~1 < (a®™ + 1)™ est vrai pour n impair.

Montrons par récurrence sur n naturel 2 < n (pair ou impair) que a?"*~ < (a?" — 1)"
)Pour n=2, a® 1 = a’ et (a®" — (-1))" = (a* — (-1)?)? = (a* - 1)?
Commeaz=a+lalorsa*=(a?2=(a+1)2=a2+2a+1=a+1+2a+1=3a+2donc
(a*-1)2=(Ba+1)2=9a2+6a+1=9+9+6a+1=15a+10

a®=aa=(a+l)a=a2+a=a+1+a=2a+1donca’=a’a*=(2a+ 1)(3a+2)donc
a’=6a2+7a+2=6a+6+7a+2=13a+8comme 13a+ 8 < 15a + 10 alors
a?* 1 < (@2" — (—1)™)™ est vrai pour n = 2.

ii)Pour n =3, a1 = a7 et (a® — D" = (a® — 1)3

®=a%*=(a+1)(3a+2)=3a2+5a+2=3a+3+5a+2=8a+5donc
(@® —1)% = (8a + 4)® = 512a+768a2+384a+64 = 512(2a+1) + 768(a+1)+384a+64 =
2176a+1344

a*’ = a’a’a® = (13a+8)2(2a+1) = (169a2+208a+64)(2a+1) = (377a+233)(2a+1) =
754a2+843a+233 = 1597a+987

comme 1597a+987 < 2176a+1344 alors a?®*~1 < (a?™ — 1)™ est vrai pour n = 3.
Pour n naturel tel que 3 < n, supposons que a?®*~! < (a?® — 1), montrons que

q2n+1)?-1 < (az(n+1) _ 1)”“

2_ 2 2_
a2(n+1) 1 2n°+4n+1 a2n 1y a4n+2

=a
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(az(n+1) _ 1)"“ (az(n+1) _ 1)" 2@+ _ 1\"
@ = @Y )Xy = (@O - ) )

2(n+1 a?mt) —1 2 2 i
=(a(” )—1)X W—a +a

2(n+1) _ 1 _ ,2n+2 2 n
:(az("“)—l)x(a 1—a +a +a2>

an —1

-1+ a? a n

n
= (@) — 1) x (W ; az) = (@0~ 1) x (i + a?)

a 1 a 2 n 1 2 n
Comme a > 1 alors —— > —-—donc (azn-1 +a ) > (azn-1 +a ) et
1 n noon 1 \"* 1
—+a2) =Z ()aZR(—) > (@ +n@)" !t x ——
(azn—l k=0 \k (@) a"—1 (@) (@) a’" —1
1 ) n - - a2n—2 - on aZn—Z o n
m+a =a +nxm_a +n X 22N =a +?

Pour3<n,commea’=a+1~=2,68 alors%Z 1 donc
1 n
2 2
<m+a) >a"+1

(az(n+1) _ 1)”“
(aZn _ 1)n

> (aZ(n+1) _ 1)(a2n + 1)

(az(n+1) _ 1)"+1

> @it _ gPn 4 g2 ] = g4nt2 4 g2n(g2 _ 1) — 1 = gn+2 4 g2+l _q
(aZTL —_ 1)TL

(az(n+1)_1)n+1

T a*™*2 donc

Comme n > 0 alors a®"*! > a > 1 donc

+1
(aZ(n+1) _ 1) > (aZn _ 1)n X a4n+2 or
@2+ =1 = gan’rantl — g2n’~1 o q4n+2 ot nar hypothése de récurrence

a2n2—1 < (aZn — )"

Donc az(n+1)2—1 < (aZn _ 1)n x g2 < (az(n+1) _ 1)”"'1

Donc n + 1 vérifie (*) donc pour tout naturel n, 2 <n, (*) est vrai

2)Donc (*) est a fortiori vrai pour tout n pair.
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nol
- n
Donc (*) est vrai pour tout naturel n non nul et —a\/g <u,

B) P | an+% .. a™-b" an+% .
< <
) Prouvons que pour tout naturel n, u, < == soit —=— < —= soit
1 .. . -1 1
a® —b" < a""rorab = —1 cela équivaut 3 a™ — (an) < a7 soit

1

a® — (=)™ < a®™*, comme les deux membres sont positifs, cela équivaut a
2 _+_l n . 2

(aZn _ (_1)n)n < (a n n) soit (aZn _ (_1)n)n < a2n +1(*)

1)Pour n pair, (*) s’écrit (a2 — 1) < g2"+1

Comme 2n2 < 2n2+ 1 alors (a>0): a®” < a?™*! comme 1<aalors 0 <a®"—1<a® alors
(@a® - 1)"< a®™ donc (a2" — 1)" < a®™*1 donc (*) est vrai pour n pair.

. . , . 2
2)Pour n impair, (*) s’écrit (a?™ + 1)" < a?™ *1
, 2
Montrons par récurrence que pour tout naturel n non nul : (a?* + 1) < g2 *1

Pour n =1, (*) s’écrit (a® + 1)! < a3 soita+2 <2a+ 1 soit 1 <a qui est vrai donc (*) est
vrai pour n = 1.

- 2 -
Soit n naturel non nul supposons que (a®™ + 1) < a®™ *1 est vrai, montrons que :

(az(n“) + 1)n+1 < @2+’ +1 ot yraj

2 2 2
az(n+1) +1 2n“+4n+3 2n°+1 3 a4n+2

=a =a

(a2+D) 4 1)”“
(a?™ +1)"

a2m+1) 4 1 n
= (20D 1 1) x <— —a?+ a2>

(a2(n+1) + 1)”
(a?* +1)"

= (220D 4 1)

a2(n+1) + 1 n
= (aZ(n+1) + 1) X | —
a’" +1

an+1

a2+ 4 _ g2n+2 _ 42 n
= (20D £ 1) x ( N az)

a?" +1

1—a? " —a
= (az("“) + 1) X <a2n 1 + a2> = (az(n“) + 1) X (azn—-l-l + az)

n

Montrons que
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Posons x = a — alors

a?"+1

n n n-1
am — (a - ;> = (.X' + ;) —x" = ; X (Z akxn—k—1>
a?" + 1 a?" +1 a?" +1 k=0

Donc

Montrons que

1 1 1
a2n +1 xa > an+2

Cela équivauta a?"+ 1 <a®"soit1<a®(a—1) orpour 1 <n:a?<a® donc
a2(a—1) <a®"(a—1)donc (a+1)(a—1) < a®(a—1) donca?-1<a*(a—1) comme 2 < a2
alors 1 <a®(a—1) donc

1 - 1
a2n + 1 xa an+2
Donc
n 1 n 1 1 n n 1
n
a”x(a—;) <a”><(a”— ! )donc (aZ—L)n< azn—i
an +1 ant2 a’"+1 a?
a n 1
(az(”“) + 1) X (az — a2n—+1) < (az("“) + 1) X (azn — ;)
@2+ 4 1) 1
donc ( @ 1))71 < (a?™D 4+ 1) x (azn — $>
(a2m+D) 4 )™ 1
4an+2 2n _ ,2n _
donc @ T 1n <a +a a P

(az(n+1) + 1)”“
(a?2n +1)n

(az(n+1) + 1)"+1

4n+2
@ +nr ¢

1
donc < g2 — — donc
a

(az(n+1) + 1)n+1 < (@® + 1" x q*nt?

De I’hypothése de récurrence :
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(aZn +1) < a2n2+1 donc (aZ(n+1) + 1)n+1 < a2n2+1 % gint2
(aZ(n+1) + 1)"“ < a2(n+1)2+1

Donc pour n + 1 (*) est vrai donc (*) est vrai pour tout n naturel non nul donc a fortiori pour
tout n naturel impair donc

1
n a n a 'n

NG donc =

a
pour tout naturel non nul n, u, <

(P19) Pour tout réel x et tout naturel non nul n, posons s, (x) = Yi_; w,x* :
i) Pour tout naturel non nul n et tout réel x distinctde -aetde -b:

n+2 n+1+x

U XA —uy 1 X

Sn(%) = —x2-x+1
sp,(1) =u,,, —1letpour 1<n,s,(—1)=(—-1)"u,_; —1 etsiy(-1) =-1.
il) Pour tout naturel n

1++5 1+V5 n

sn(~a) = —a?)" — - =
10 10 V5

n 1-+5 V5-1
sn(—=b) = —=+ (=b*)" +

J5 10 10
iii)Pour x réel fixe tel que |x| < |b| alors la suite (s;,(X))nen+« @ cOMme limite quand n tend
vers +oo B

—X—X
Preuve :

i)Remarquons que pour tout réel x, si(X) = X et s3(X) = X + X2
Pour tout naturel non nul n et tout réel x :

n ak . bk 1 n n
NGEDY ( e )xk = ﬁ@l(ax)k - ;(bx)k)

k=1

Siax=1letbx=1i.e. x%-betx=-aalors

) = 1 fax((ax)*—1) bx((bx)"—1)
Sn\X) = V5 ax — 1 bx — 1
1 (ba™1x™*2 — a™t1x™1 — abx + ax — ab™ x"t% + p™H X" + abx — bx
sp(x) = ﬁ( abx? —(a+ b)x +1 )

Commeab=-1,a+b=1eta—b=+/5
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1 abxn+2(an _ bn) _ xn+1(an+1 _ bn+1) + (a _ b)x
S"(x)zﬁ —x2—x+1

Sn(x) =

1 (—x"*2\5u, — x™'V5u,,, + x5
V5 —x2—x+1

_xn+2un _ xn+1un+1 + x
sn(x) = —x?2—-x+1

—un—un+1+1
-1-1+1

Sn(l) = = (un + un+1) —l=uy,—1

Pourl<n:
—(=D"2u, — (=D, — 1

sp(=1) = < —(-1)2—-(-1) +1 ) = (=D"(—up + upyq) — 1)
= (D "up-1 -1

s1(-1) =-ur = - 1.

i)Pour x = - a alors bx = 1 donc

1 (-a’((=a’)" -1
sn(—a) = ﬁ —Z—1 -n
1 az(_aZ)n —a?
Sp(—a) = ﬁ 2+ 1 -n
Commea22a+1:3+2‘Ealorsa2+1:a+2: 14’2‘/§+2 - 5+2\/§

a>  3+V5 (3+V5)(G-V5) 10+2V5 5++5

a?+1 5445 25—5 20 10
54++/5 54++/5
Sn(—0) = T2 (—a?)" = 22— —
10v/5 10vV5 /5
—a) 1+\/§( 2yn 145 n
Sp(—a) = —a“)" — -—
10 10 35

Pour x=-balorsax=1

1 —b*((=bH" - 1)
won = -5

1 b*((=b*)" — 1)
S“(_b)_ﬁ<n_ bz + 1 )
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15, 54

Commeb2zb+1:3_2—\/§alorsb2+1:b+2: > >

b?  3-V5 (3-V5)(G+vV5) 10-2V5 5-+5

b2+1 5_5 25—75 20 10
1 1 5-+5 1 5-+5
s,(—=b) =ﬁxn—ﬁx T (—bz)"+ﬁx T
1-+/5 V5-1
Su(=b) = — + (=b*)™ +
v 10 10

iii)Pour x réel tel que [x| < |b| alors |ax| < |ab| donc |ax| <1, comme |b| < [a| alors |bx| < 1 donc

les sommes Y% _, (ax)* et ¥%_,(bx)* ont une limite quand n tend vers +oo qui sont
—ax

. -b ..
respectivement : et F_xl donc sn(x) a comme limite :

ax—1

1<—ax —bx)_l —abx+ax—abx—bx_ X

VElax—1 bx—1 ﬁx abx?—(a+b)x+1 1—x—x?

Sachantqueab=-1,a—b=+5eta+b=1.
(P20) Pour tous naturels non nuls n et m : si n divise m alors un divise um.

Preuve :
Pour tout naturel non nul n, posons Xn = {geN*/(un divise ugn)},
Comme uz1 = 1 alors pour tout naturel non nul g, uz divise ug donc X1 = N*,

Si 2 <n, pour g = 1, Ugn = Un donc ugn divise un donc 1eXn, soit g un naturel non nul,
supposons que ge Xy, montrons que g + 1eXn :

de (P6) avech=netcomme2<net1<qalors2<nqgdonc 1 <nq-1, posonsk =ng-1
alors UnUng-1 + Un+1Ung = Un+ng-1+1 = Un(g+1), COMMe Un divise un et que qeX donc un divise Ung
alors un divise ung+1) donc g + 1 X, donc la récurrence est prouveée et X, = N* donc

pour tous naturels non nuls n et q : un divise Ung.

Soient n et m des naturels non nuls tels que n divise m alors il existe un naturel non nul g tel
que m =nq de ce qui précede on déduit que un divise Ung donc u, divise Um.
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(P21) Pour tout naturel non nul n, il existe un naturel m tel que :
1<m<n?+1etndivise Um.

Preuve :

Rappelons que nous notons s la surjection canonique de Z sur Z/nZ qui est un morphisme de
groupes pour les additions ;

Posons X = {(s(up),S(Up+1))/(peN*)}, Comme Card(Z/nZ) =n alors Card(X) < n2 posons

Y = {(s(up),S(up+1))/(peNN[1,n2+1])}alors Y < X donc card(Y) < n?; si tous les couples de Y
étaient distincts alors Card(Y) = n2 + 1 ce qui est impossible donc il existe p et q naturels
distincts de [1,n2+1] tels que (s(up),S(Up+1)) = (S(Ug),S(Ug+1)) donc s(up) = s(ug) et

S(up+1) = s(uq+1), comme p et g sont distincts, pour fixer les idées supposons p < g :

Posons A = {keN/(Fhe N*n]k,n?+1])(s(uk),s(uk+1)) = (S(un),S(un+1))} alors pe A donc A est
non vide donc possede un plus petit élément w donc il existe z naturel tel que w <z<n2+1
tel que s(uw) = s(Uz) et S(Uw+1) = S(Uz+1) ;

Supposons que w = 1 alors 2 <w < z donc uw-1 = Uw+1 — Uw €t Uz-1 = Uz+1 - Uz, S €tant un
morphisme pour I’addition, s(uw-1) = S(Uw+1) —S(Uw) €t S(Uz-1) = S(Uz+1) — S(uz) donc

S(Uw-1) = S(Uz-1) donc (S(uw-1),5(uw)) = (s(Uz-1),5(uz)) commew —1<z—1alorsw -1 €A donc
W < W — 1 car w est le plus élément de A, ¢’est impossible donc w =1 et il existe un naturel z
tel que 1 <z <n2+ 1 et (s(u1),s(u2)) = (s(uz),5(uz+1)) or s(uz) =s(1) = 1 et s(u2) =s(1) =1 donc
s(uz) = s(uz+1) donc s(uz+1 — Uz) = 0 (s morphisme !) donc n divise uz+1 —U; or 1 <z donc

Uz+1 — Uz = Uz.1 donc n divise uz1, posons m =z — 1 donc n divise Un.

(P22) Congruences des termes de la suite et criteres de divisibilite.

Ci-dessous nous donnons les congruences du terme um modulo n tel que n soit premier
ou carré, en fonction des congruences de m :

i)
m mod 3 0 1 2
Um mod 2 0 1 1
Donc « um est pair » si et seulement si « 3 divise m ».
i)
m mod 0 1 2 3 4 5 6 7
8
Um 0 1 1 2 0 2 2 1
mod 3

Donc « 3 divise um » sSi et seulement si « 4 divise m ».
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i)

m mod 6 0 1 2 3 4 5
um mod 4 0 1 1 2 3 1
Donc « 4 divise um » si et seulement si « 6 divise m ».
iv)
m mod 5 0 1 2 3 4
Um mod 5 0 1 1 2 3

Donc « 5 divise um » si et seulement si « 5 divise m ».

v)

m | 0|12 |(3|4 5|6 |7 8|9 ]10(11(12 13|14 15
mod
16
Um (O | 1 |22 | 3|5|1|6 0|6 |6 |5 |4|2]|6]|1
mod
7
Donc « 7 divise um » si et seulement si « 8 divise m ».

Vi)

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
mod
12
Um 0 1 1 2 3 5 0 5 5 2 7 1
mod
8
Donc « 8 divise um » si et seulement si « 6 divise m ».

vii)

[EEN
[N
[EEN
[N
[EEN
[N
[EEN
[N
[EEN
[N
N
N
N
N

m [0[1|2|3|4|5|/6|/7|8|9
mo 0/1/2|3|4|5|6|7|8[9]0]1]2]3
d
24
um [0|1]1|2|3|5|/8(4|3|7/1|8|0|8|8|7|6|4|1|5|6|2|8]|1
mo
do
Donc « 9 divise um » si et seulement si « 12 divise m ».
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viii)

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
mod
10
Um 0 1 1 2 3 5 8 2 10 1
mod
11
Donc « 11 divise um » si et seulement si « 10 divise m ».

iX)

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
mod
28
Um 0 1 1 2 3 5 8 0 8 8 3 11 1
mod
13

13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27
12 0 12 12 11 10 8 5 0 5 5 10 2 12 1
Donc « 13 divise um » si et seulement si « 7 divise m ».

X)

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
mod
36
Um 0 1 1 2 3 5 8 13 4 0 4 4
mod
17

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
8 12 3 15 1 16 0 16 16 15 14 12

24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
9 4 13 0 13 13 9 5 14 2 16 1
Donc « 17 divise um » si et seulement si « 9 divise m ».

Preuve :

De (P21), il suffit de trouver I’entier z tel que uz et uz+1 soient congrus a 1 modulo n alors uz-1
est congru a 0 modulo n et m est étudié modulo z, la lecture des congruences des tableaux
donnent les cas pour lesquels la congruence modulo n de um est 0.

La lecture de ces tableaux permet de prouver par exemple qu’il n’existe pas de terme um
impair divisible par 17 : s’il en existait alors 9 diviserait m et 3 ne diviserait pas m ce qui est
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impossible. De méme si um est multiple de 4 alors il est multiple de 8 car les deux sont
¢équivalentes a m multiple de 6. D’autres « joyeusetés » peuvent étre trouveées !

(P23) i) Pour tout naturel non nul n : si n n’est pas premier alors un n’est pas premier.
ii) Pour tout naturel non nul n : si un est premier alors n est premier.

Preuve :

1)Si n n’est pas premier alors il existe des naturels a et b tels que 2 <a, 2 <b et n = ab donc

4 <n appliquons (P19) comme a divise n donc ua divise un, Si Un était premier alors un = Us, la
suite de Fibonacci étant strictement croissante a partirdurang 2 et2<a,4<nalorsn=a
donc on aurait ab=a donc ab = a, comme a est non nul alors on auraitb =1 or 2 <b ¢’est
impossible donc un n’est pas premier.

ii)Par contraposée de i) si un est premier alors n est premier.

(P24) i) Pour tout naturel non nul n : pgcd(un,Un+1) = 1.
il) Pour tous naturelsnetg:2<mnet1<q: pgcd(un,ung1) =1.

Preuve :

i)Posons X = {neN*/(VgeNN[1,n]) (pgcd(ug,Uq+1) = 1)}

Pourn=1,q=1etpgcd(us,uz) = pgcd(1,1) =1 donc 1eX;

Soit le naturel non nul n, supposons que ne X, montrons que n + 1e X :

VgeNN[1,n+1] :sig<n+1alors comme neX : pgcd(Ug,ug+1) =1

Utilisons la propriété : soient a, b entiers non nuls : pgcd(a,b) = pgcd(a,b-a) : (1.5.3.10vi)
pgcd(Un+1,Un+2) = Pgcd(Un+1,Un + Un+1) = Pgcd(Un+1,Un + Un+1- Un+1) = PgCd(Un+1,Un) = 1

donc VqeN*N[1,n+1] pgcd(ug,uq+1) = 1donc n + 1eX donc la récurrence est prouvée donc
X =N* donc pour tout naturel non nul n : pgcd(un,un+1) = 1.

i)Posons pour tout naturel n tel que 2 <n: Y = {geN*/(pgcd(Un,ung-1) = 1)}
pour n = 2, u2 = 1 donc pgcd(uz,uzq-1) = 1

pour3<n:

Pour q =1 : pgcd(un,un-1) = 1 de i) donc 1€V,

Pour g = 2 : comme 2 < n, appliquons (P6) : UnUn-2 + Un+1Un-1 = U2n-1
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Soit d diviseur commun a Un et Uzn-1 alors d divise UnUn-2 et Uzn-1 donc d divise Uzn-1 — UnUn-2
donc d divise Un+1Un-1.

Réciproquement si d divise un et Un+1Un-1 alors comme d divise unun-2 donc d divise
UnUn-2 + Un+1Un-1 donc d divise uzn-1 donc les diviseurs communs a « up et Uzn-1 » et a « un et
UnUn-2 + Un+1Un-1 » sont les mémes donc pged(un,Uzn-1) = pged(Un,Un+1Un-1).

Comme pgcd(un,un-1) = 1 (de ce qui précede) donc pgcd(un, Un+1Un-1) = pgcd(un, Un+1) = 1 donc
pgcd(un,uzn-1) = 1 donc 2€Y.

Soit le naturel q tel que 2 < q, supposons que qeY, montrons que g + 1€Y :
appliquons (P6) : Ung-tUn-1 + UngUn = Ung-1+n-1+1 = Un(g+1)-1

Soit d diviseur commun & un et Un+1)-1 alors d divise Unlng et Ungg+1)-1 donc d divise
Un(g+1)-1 — UngUn donc d divise Ung-1Un-1 donc d divise un et Ung-1Un-1.

Réciproquement si d divise un et Ung-1Un-1 alors d divise unung donc d divise Ung-1Un-1 + UngUn
donc d divise un+1)-1 donc d divise un et Ung+1)-1.

donc les diviseurs communs a « Un €t Un(g+1)-1 » €t & « Un et Ung-1Un-1.» SONt les mémes donc
pged(Un,Un(g+1)-1) = PYCA(Un,Ung-1Un-1).

Utilisons la propriété suivante : soient a, b et ¢ entiers non nuls : si pgcd(a,c) = 1 alors
pgcd(a,bc) = pged(a,b) (Théoreme de Gauss 1.5.3.12)

Comme pgcd(un,un-1) = 1 (voir i) donc pgcd(Un,Ung-1Un-1) = pgcd(Un,Ung-1) cOMme qeY alors
pgcd(Un,Ung-1) = 1 donc pged(un,Un+1)-1) = 1 donc g + 1Y donc la récurrence est prouvée
donc Y =N* et pour tous naturelsnetq:2<net 1 <q: pgcd(un,ung1) = 1.

(P25) Pour tous naturels non nuls n et m : pgcd(un,Um) = Upged(n,m).

Preuve :

Si n=m alors pgcd(Un,Um) = Un = Upged(n,n)-

Sin=1alors u; =1 donc pgcd(ug,um) = 1 et Upgedz,my = U1 = 1 donc pged(u1,Um) = Upged(1,m)
Sin=metn=1pour fixer les idées, supposons que n <m :

Effectuons la division euclidienne de m par n : il existe q1 et r1 entiers tels que :

m =nq: + r1 et 0 <rz <nalors gz = 0 sinon on aurait ry = m donc m <n.
commen=letqgi#1lalors2<net2<qialors4<nqidonc1<nq—-1

De (P6) avec h=ng1 — 1 et K =r1 : Ung1—1Ur1 + UngiUri+1 = Unga+r1 = Um doNC

pgcd(Um,un) = pgcd(Ungr - 1Ur1 + UngaUr1+1,Un)
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Utilisons la propriété : soient a, b entiers non nuls : pgcd(a,b) = pgcd(a,b-a) = pgcd(a,a + b).
(1.5.3.10vi)

Soit d un diviseur commun de U €t Ung1 - 1Un1 + Ung1lri+1 COMme n divise nqu alors un divise
Unqz alors d divise ungidonc d divise Ungiuri+1 donc d divise Ungt - 1Ur1 + UngiUr1+1 - UngiUri+1
donc d divise Ung1-1Ur1 donc d est un diviseur commun & Un et Ung1 - 1Ur1 .

Reéciproquement si d est un diviseur commun & un et Unqz — 1Ur1 .cOMme n divise ngz alors un
divise Unq alors d divise ungrdonc d divise UngiUri+1 donc d divise Ungt - 1Urt + UnqaUri+1 donc d
est un diviseur commun de un et Ung1 - 1Ur1 + UnqaUri+1 donc les diviseurs communs a

«Un €t Ung1 - 1Ur1» sONt les mémes que ceux de « Un et Ung1 - 1Ur1 + UngzUr1+1» donc

pgcd(Um,un) = Pgcd(Ungz - 1Urt + UngtUri+1,Un) = PYCd(Un,Ung1-1Ur1)

De (P24) : comme pgcd(un,Unqz-1) = 1 alors utilisons la propriété suivante : soient a, b et ¢
entiers non nuls : si pgcd(a,c) = 1 alors pgcd(a,bc) = pged(a,b) :

pgcd(Un,Ungi-1Ur1) = pgcd(un,ur1)) donc pged(um,un) = pged(un,Urt)
Ainsi sim=nqy + ry et 0 <r1 <nalors pgcd(um,un) = pgcd(un,ury)

De méme effectuons la division euclidienne de n par ry dont le reste est r> : 0 <r» <y donc
pgcd(un,Urt) = pgcd(ur,Urz).

On construit ainsi une suite de restes : (rk)ke €N posant ro = Uy telle que pour tout k de N : ri+2
est le reste de la division euclidienne de rk par rk+1 Si rk+1 est non nul donc 0 < r+2) < F+1)
cette construction est appelée « algorithme d’Euclide », alors le raisonnement précédent
s’applique donc pged(urk,Urk+1)) = PYCd(Urk+1),Urk+2)) €t donc

pgcd(um,un) = pged(Un,ur) = pged(ury,Ur2) = pged(Urk, Urk+1)) = PYCd(Ur(+1),Urk+2))

i) Siry =0 alors n divise m donc un divise um donc pgcd(Um,Un) = Un = Upged(n,m)-

i) Sinon la suite des restes est strictement décroissante et ces restes sont des entiers
naturels donc il existe un indice p, 2 <p tel que rp = 0 donc rp.1 divise rp-2 donc
pgcd(rp-2,fp-1) = rp-1 €t pgcd(um,un) = pgcd(Urp-2),Urp-1)) comme rp-1 divise rp2 alors
Ur(p-1) diVise Ur(p-2) donc pged(Ur(p-2),Ur(p-1)) = Ur(p-1) = Upged(r(p-1).r(p-2))

Cet algorithme d’Euclide prouve que :
pgcd(m,n) = pgcd(n,r1) = pgcd(rk,rk+1) = pgcd(rp-2,rp-1) = rp-1 donc pgcd(Um,Un) = Upged(n,m)-

(P26) Soient les naturels n et m de N - {0 ;1}, il y a équivalence entre :
i) n divise m.
i) un divise um.

Preuve :
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i)=ii)
C’est la propriété (P20).
i)=i)

Si un divise um alors pgcd(um,Un) = Un or pgcd(Um,Un) = Upged(n,m) dONC Upged(n,m) = Un,
comme 2 <n et 2 <m et que la suite de Fibonacci est strictement croissante a partir du rang 2
alors pgcd(n,m) = n donc n divise m.

(P27) Soit n naturel, tous les diviseurs impairs de uzn+1 sont congrus a 1 modulo 4.
Preuve :

De (P7iV) : Uzn+12 = UznUzn+2 + (-1)?" dONC Uzn+12 = Uznlzns2 + 1 donc

— 1= Uz2nUzn+2 — U2n+12 = Uzn(Uzn +Uzn+1) — U2n+12 = Uzn? - Uz2nUzn+1 — Uzn+12 dONC
U2nU2n+1 + U2n+12 = U2n? + 1 ; SOit p un diviseur premier impair de uzn+1 alors

p divise UznUz2n+1 + U2n+12 donc p divise uz? + 1 ;

Dans Z/pZ : p — 1 étant pair, pT_l est un entier, uz:2 + 1 = 0 donc uzn2 = -1 donc

p-1 p-1 p-1
(Uuzp®) 2z = (1) 2z doncuy,P~t = (—1) z de (P24i) uzn et Uzns1 SONt premiers entre eux
donc p ne peut pas diviser uzn ;

En appliquant le petit théoréme de Fermat : comme p ne divise pas uzn alors u,,P~! = 1 donc

p-1 p-1 —
1=(-1)z donc1l=(—1)2 donc pTl est un entier pair donc il existe un entier k tel que

pT_l =2k donc p—1 =4k donc p = 4k + 1 donc p est congru a 1 modulo 4.

Donc tous les diviseurs premiers impairs de uzn+1 sont congrus a 1 modulo 4.

Soit d un diviseur impair de uzn+1, pour tout diviseur premier p de d, si p = 2 alors 2 divise d et
d est pair ce qui n’est pas donc p est impair donc d est produit de diviseurs premiers impairs
donc d est congru (mod 4) au produit des congruences de ses diviseurs premiers impairs qui
sont tous égaux a 1 donc le produit est 1 donc d est congru a 1 modulo 4.

(P28) Soit p un nombre premier impair :
i) Si p est congru a 1 ou -1 modulo 5 alors p divise up-1.
ii) Si p est congru a 2 ou -2 modulo 5 alors p divise Up+1.

Preuve :

i)Utilisons la formule de Binet :

Up_1 = =

V5 V5

k J\2

k=0 k=0

145\ (1=v5\ ' - ek e )
B B sener @ -Semer )
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o=l > (M )2x )

k=1,k impair

Posons k=2q+ lalors2g+1variedelap—1doncqgvariedeOa "2;3 donc

L (P e (P2
-1 = = 54
-1 2p-24/5 Z (2q+ 1)( 5) 2r—2 Z (2q+1>
q=0 q=0
(p-3)/2 1
_ p—
run"y (1)e
Up-1 2q+1)°
q=0

Utilisons la propriété :
pour tout nombre premier p impair, pour tout entier k de [0,p-1] : (p;l) = (=1)* (modulo p)

Dans Z/pZ. .
(r-3)/2
2 up 1 = - Z 5q
or
(r—3)/2 p=1
-1 52 -1
PR
5-1 4
Donc

-1
P2 -1

- 52 -1 £
2Py, ==——donc 2Pu, ; =52 —1

-1

Du petit théoréme de Fermat : 2°1 =1 (mod p) donc 2u,_ 1 =52 —1

p-1 p-1
Comme 5 z — 1 est un entier pair (dans Z/2Z : 5=1donc 5 z — 1 =1FY2_1 =1-1=0)
p-1 p-1
donc =22 est un entier N et 2u,_; =2 X 22 -1

, comme p est premier alors (Z/pZ ,+,x) est
p-1
un corps donc on peut simplifier par 2 (2 < p) donc u,,_, = >2 1

(mod p).
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i)a) Si p est congru a 1 modulo 5 alors il existe un naturel a tel que p =5a + 1, si a est impair
alors p est pair et premier or 2 < p ¢’est impossible donc a est impair donc il existe un naturel

g non nul tel que a = 2q donc p = 5(2q)+ 1 = 10g + 1 donc p — 1 = 10qg donc pT_l = 5q.

Soit s la surjection canonique de Z sur Z/pZ , morphisme pour les additions et pour les
multiplications, donc s(p) = 0, notons A(1) = {s(k)/ke[1,5q]"N} et
A(-1) = s(k)/ke[-5q,-1]"N} alors Z/pZ = {s(0)} U A(1) U A(-1).

Pour tout naturel t de [0,4], notons I(t) = [tg+1,(t+1)q]~N alors [1,50] = Utefo,41(t)

Pour tout x de [1,5q], il existe un unique t naturel de [0,4] tel que xel(t) :

si t=0alors xe[1,q] donc 5xe[5,5q] donc s(5x)e A(1).

sit=1alors xe[q+1,2q] donc 5xe[5g+5,10q] comme 5x —p = 5x — 10g — 1 donc

5x - pe[-5q + 4, - 1] or s(5x — p) = s(5x) donc s(5x) e A(-1).

si t = 2 alors xe[2g+1,3q] donc 5xe[10g+5,15q] comme 5x — p = 5x — 10g — 1 donc
5x - pe[ 4, 5q - 1] or s(5x — p) = s(5x) donc s(5x) e A(1).

si t = 3 alors xe[3g+1,4q] donc 5xe[159+5,20g] comme 5x — 2p = 5x — 20q — 2 donc
5x - 2pe[ -5g+3, - 2] or s(5x — 2p) = s(5x) donc s(5x) e A(-1).

si t = 4 alors xe[4g+1,5q] donc 5xe[20g+5,259] comme 5x — 2p = 5x — 20q — 2 donc
5x - 2pe[ 3, 5q - 2] or s(5x — 2p) = s(5x) donc s(5x) e A(1).

Pour x ety de [1,59] supposons s(5x) = s(5y) alors s(5x — 5y) = s(5x) — s(5y) = 0 donc il
existe un entier d tel que 5x — 5y = dp donc p divise 5(x —y), comme p = 10g + lavec g non
nul alors 10 < p donc p ne divise pas 5 donc pgcd(p,5) = 1 car p est premier donc 1 est le seul
diviseur positif commun a p et a 5 donc (th de Gauss) p divise x —y donc il existe un entier b
tel que x—y=bp, or 1 <x<5qet 1 <y<5qdonc-5q<-y<-ldoncl-5q<x-y<5q-1

donc1—7<bp< —1donc——<bp<—donc-(p 3) <2bp<p-3 donc

—p<2bp<pdonc -1<2b<1comme 2b est entier alors 2b =0donc b=0doncx-y=0
donc x =Y.

Donc quand x décrit [1,5q], tous les s(5x) sont distincts et si xel(t) alors s(5x) e((-1)") et
Card(l(t)) = q. Il y a 3 dans A(1) et deux dans A(-1) donc

[xe,5q)S(5%) = [eego,a)(Txercey S(5x)) = s((=1)29)s(139) [Tier,5q) S @) = [Tief1,5q S0
Donc s(5°7) [Lxeri,5q15(0) =Iliep1,5q150) = S(Hie[l,Sq] i) =s((5q)Y)

Donc s(5°9)s([Trep1,5q1%) = s((59)1) donc s(5°9)s((5¢)!) = s((5¢)") donc
s(5%1 x (5¢)!) = s((Sq)') donc s((5%7 x (5¢)!) — (5¢)") = 0 donc p divise (5° — 1)x(5q) !
donc p divise (5 z —1) X ( )' sip d|V|sa|t( )'Alors p étant premier, il existerait w

entier de [1, 2 ] tel que p diviserait w donc p <w or w < p c’est impossible donc (Th de

Gauss) p divise 5 2z —1donc 5 2 —1 =0 (mod p).
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p-1

52
2

2uy,_1 = 0 (mod p) donc p divise 2up-1 comme p est impair alors pged(p,2) = 1 donc (th de

Gauss) p divise Up.1.

% (mod p) donc 2u,_4 = 57 —1 (mod p) donc

Rappelons que u,_; =

i)b) Si p est congru & -1 modulo 5 alors il existe un naturel a tel que p = 5a - 1, si a est impair

alors p est pair et premier or 2 < p ¢’est impossible donc a est impair donc il existe un naturel

g non nul tel que a = 2q donc p =5(2q) - 1 = 10q - 1doncp-1:10q-2doncp7_1= 5 —1
p+1

et - = 5q

Soit s la surjection canonique de Z sur Z/pZ , morphisme pour les additions et pour les

multiplications, donc s(p) = 0, notons A(1) = {s(k)/ke[1,50-1]"N} et

A(-1) = s(k)/ke[-50+1,-1]~N} alors Z/pZ = {s(0)} U A(1) U A(-1).

Pour tout naturel t de [1,4], notons I(t) = [tq,(t+1)g-1]~N et 1(0) =[1,q — 1]
alors [1,50-1] = Utepo41(t)

Pour tout x de [1,59-1], il existe un unique t naturel de [0,4] tel que xel(t) :

sit=0 alors xe[1,0-1] donc 5x<[5,50-5] donc s(5x) e A(1).

si t = 1 alors xe[q,29-1] donc 5x€[5q,10g-5] comme 5x — p = 5x — 10qg +1 donc

5x - pe[-5q + 1, - 4] or s(5x — p) = s(5x) donc s(5x) e A(-1).

si t =2 alors xe[20,3g-1] donc 5xe[10q,150-5] comme 5x —p = 5x — 10g + 1 donc
5x - pe[ 1, 5q - 4] or s(5x — p) = s(5x) donc s(5x) e A(1).

si t = 3 alors xe[3q,4g-1] donc 5xe[15q,20q9-5] comme 5x — 2p = 5x — 20q + 2 donc
5x - 2pe[ -5g+2, - 3] or s(5x — 2p) = s(5x) donc s(5x) e A(-1).

si t = 4 alors xe[4q,50-1] donc 5x[20q,250-5] comme 5x —2p = 5x — 10q + 2 donc
5x - 2pe[ 2, 5q -3] or s(5x — 2p) = s(5x) donc s(5x)eA(1).

Pour x ety de [1,50-1] supposons s(5x) = s(5y) alors s(5x — 5y) = s(5x) — s(5y) = 0 donc il
existe un entier d tel que 5x — 5y = dp donc p divise 5(x —y), comme p = 109 - lavec g non
nul alors 8 < p donc p ne divise pas 5 donc pgcd(p,5) = 1 car p est premier donc 1 est le seul
diviseur positif commun a p et a 5 donc (th de Gauss) p divise x —y donc il existe un entier b
tel que X —y =bp, or 1 <x <5q-1et 1 <y<5q-1donc-5q +1<-y <-1donc
2—5q§x—y§5q—2doncZ—pTHprSpTﬂ—Z donc —pT%prspT%donc
-(p—-3)<2bp<p-3 donc —p<2bp<pdonc -1<2b<1comme 2b est entier alors
2b=0donc b=0doncx—-y=0doncx=y.

Donc quand x décrit [1,5q-1], tous les s(5x) sont distincts et si xeI(t) alors s(5x) e 1((-1)") et
Card(I(t)) = q pour t de [1,4] et Card(1(0)) =q — 1.

er[l,Sq—l] s(5x) = Hte[o,4](nxel(t) S(SX)) = s((=1)*9)s(1%771) Hie[l,Sq—l] s = Hie[l,Sq—l] s(@)

Donc (5% [yeq1,5q-11S®) =Tiepsq-1150) = s([liep5q-171) = s((5¢ — D
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Donc s(5°7™1)s([Txep,54-11%) = s((5¢ — DY) donc s(5°7"1)s((59 — D) = s((5¢ — 1)!)
donc s(5%771 x (5g — 1)!) = s((5¢ — 1)) donc s((5°7" 1 x (5¢ — DN —(5¢g —1DH =0
donc p divise (5°% — 1)x(59-1) ! donc p divise (SpT_1 - 1) x (pT_l) !, si p divisait (pT_l) !

Alors, p étant premier, il existerait w entier de [1, pT_l] tel que p diviserait w donc p <w or w

p-1

-1
<p c’est impossible donc (Th de Gauss) p divise 5 2 — 1 donc SpT — 1 =0 (mod p).

p-1 _
Rappelons que u,_;, = > 22 - (mod p) donc 2u,_; = SPT1 — 1 (mod p) donc

2uy,_, = 0 (mod p) donc p divise 2up-1 comme p est impair alors pgcd(p,2) = 1 donc (th de
Gauss) p divise Up.1.
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